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Zur ,,Methode der Atome in Molekulen®

Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 599—603 [1957] ; eingegangen am 29. Mai 1957)

Im Rahmen der ,,Methode der Atome in Molekiilen* wird eine Vereinigung der Verfahren nach
Morrirr und BinceL in der Weise vorgenommen, daf3 die Konvergenzbedingungen in beiden Ver-
fahren erhalten bleiben. Das ergibt eine bessere Angleichung an die wirklichen Energiekurven.

Am Beispiel des Hy*-Grundzustandes wird gezeigt, dal mit einer sehr groben Niherungsfunktion
eine Bindungsenergie von etwa —1,95 eV bei einem Kernabstand R von 2,3 at. E. resultiert. Das
Morrirtsche Verfahren liefert in dieser Form der Naherung —1,75 eV und R=2,6 at. E., wihrend
in der BixgeLschen Darstellung noch keine Bindung auftritt.

Beim H,-Molekiil erhédlt man (zwei Konfigurationen)

—4,71 eV bei einem Kernabstand von

1,466 at. E. Die entsprechenden Werte nach Morrirr sind —4,35 eV und 1,40 at. E., wenn vier
Konfigurationen verwendet werden. Die wirklichen Werte betragen —4,72 eV und 1,40 at. E.

Die Rechenmethode zur quantenmechanischen Be-
handlung von Molekiilen, die unter der Bezeichnung
»Methode der Atome in Molekiilen® (,,method of
atoms in molecules®) bekannt geworden ist!, geht
von der Tatsache aus, daf} Berechnungen nach den
beiden konventionellen Naherungsverfahren, der
Methode der Valenzstrukturen (HLSP-Methode) und
der Methode der Molekiilzustinde (Mo-Methode),
trotz groferem Rechenaufwand beziiglich ihrer Uber-
einstimmung mit experimentellen Daten oft unbe-
friedigend sind. Besonders dann, wenn es gilt, An-
regungsenergien von Molekilen oder Trennungs-
energien von einem Atom oder von Atomgruppen
zu bestimmen. Der Grund liegt hauptséchlich darin,
dall die beiden Verfahren die Energie eines Elek-
tronenzustandes beziiglich eines Nullniveaus berech-
nen, bei dem entweder das Atom vollstindig ioni-
siert vorliegt oder beim Molekil alle Atomkerne
unendlich weit entfernt sind. Obwohl diese absoluten
Energien zuweilen prozentual ziemlich genau be-
rechnet werden kénnen, sind die besagten Energie-
differenzen, die immer klein gegen diese Energien
sind, mit grofleren Fehlern behaftet.

Die ,,Methode der Atome in Molekiilen* versucht
diese Méngel dadurch zu vermeiden, dafl von be-
stimmten Grenzzustinden des vorliegenden Systems
ausgegangen wird, deren Energien aus spektrosko-
pischen Daten entnommen werden.

Wir kennen z.Zt. zwei solche Verfahrenswege.
Einmal das Morrirrsche Verfahren!, welches von
den Energien der unendlich weit entfernten Atome
des Molekiils ausgeht, zum anderen hat kiirzlich
BingeL? auf die Moglichkeit hingewiesen, als Aus-
gangspunkt das ,vereinigte Atom* anzusetzen, des-
sen Kernladung gleich der Summe der Kernladun-

L W. Morrirt, Proc. Roy. Soc., Lond. A 210, 245 [1951].

gen der im Molekiill enthaltenen Atome ist. Die
Energien der getrennten Atome bzw. die Energien
des vereinigten Atoms sind als Nullniveau gedacht
und werden aus den Ergebnissen der Atomspektro-
skopie entnommen. Im ersteren Falle werden nur
die bei der Molekiilbindung freiwerdenden Energien
theoretisch berechnet, im zweiten Falle die relativen
Molekiilenergien auf die Zustiande des vereinigten
Atoms bezogen und nur diese behandelt.

Man wird also sicher sein, dal man nach diesen
Verfahren fir kleine oder fiir grole Kernabstidnde
eine bessere Berechnung der Elektronenterme wird
durchfithren konnen. Allerdings zeigt sich, daf das
Morrirrsche Verfahren fiir kleine Kernabstinde und
die Methode nach Bincer fiir grofle Abstinde der
Atome zu teilweise schlechten Ergebnissen fiihrt und
keine sinnvolle Konvergenz fiir R— 0 bzw. R— ~
liefert. Eine Verbesserung kann erreicht werden, in-
dem man beide Methoden vereinigt, und zwar so,
dal} sich fir R— o~ und R— 0 die beiden Grenz-
falle ergeben.

Fir diese sind dann als Nullniveaus die getrenn-
ten Atome oder das vereinigte Atom anzunehmen,
deren Energien spektroskopisch vorliegen sollen. In
diesem Falle ist der Einflufl der bei Berechnungen
von vielen Elektronen notwendig auftretenden Feh-
ler am geringsten.

Ehe wir diesen Weg einschlagen, sollen noch ein-
mal kurz die beiden Verfahren, soweit sie fiir das
folgende notwendig sind, angegeben werden. Beziig-
lich einer ausfihrlicheren Diskussion sei auf die
Zusammenfassung von BinceL? hingewiesen.

Der Hamirtoxn-Operator eines Molekiils mit NV Ato-
men, deren Kernladungszahlen Z; (1=1,2,...,N)
sind, schreibt sich in atomaren Einheiten wie folgt:

2 W. Binger, Z. Naturforschg. 12a, 59 [1957].
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Die beiden Verfahren unterscheiden sich durch W iW“ sl . )

die Zerlegung von H . Namlich einmal in die Form

H=H~+V~ (Morrirrsches Verfahren) (2)
N
mit He= Y H;
=1
41
Ve X T4 32, (2a)
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wobei H; die Hamirton-Operatoren der einzelnen
Atome Z darstellen, und V'« der Wechselwirkungs-
operator der Elektronen aus verschiedenen Atomen
oder zwischen Elektronen und fremden Kernen ist.
Die Striche an den Summenzeichen weisen auf diese
Einschrankung hin. Im anderen Falle setzt man

H=H,+V, (BinceLsches Verfahren)  (3)
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wobei jetzt H, der Operator des vereinigten Atoms
bedeutet, welches an der Stelle  liegt, dem Schwer-
punkt der Kernladungen. Entsprechend der Zer-
legungen (2) und (3) werden als Ausgangsfunk-
tionen die strengen Eigenfunktionen ¢; der Atome /4
(4a) und des vereinigten Atoms genommen @ (4b),

(4a)

]

4 Ti
=1 i

V= ?< i ) -

Hy @ir=Wir @ir,

Hyd,-W, D, ; (4b)

r steht fiir die Gesamtheit der Quantenzahlen.

Der nichste Schritt besteht darin, dafl die Molekiil-
eigenfunktionen . entweder nach dem vollstindi-
gen Funktionensystem der @, oder v, entwickeli
werden, wobei v aus dem antisymmetrischen Pro-
dukt aller ¢;r entstanden ist und in s die verschie-
denen Konfigurationen darstellen soll, die sich aus
den r der Atome / zusammensetzen (7):

Setzt man (5a) und (5b) in (2) und (3) ein, so
erhalt man fir jedes Verfahren eine Sakularglei-
chung fir die Molekiilenergien E,

| D —ME|=0 (8 a)
|Ho—CE[=0 (8b)
mit den Matrizen o, o und D¢, sowie der Ein-

heitsmatrix €, deren Elemente die folgenden Inte-
grale sind:

[@x] ik = ('Pi* H Vi),
[Dolin= (P*H Dy),

[M]ix= (wi* wi), (9)
Oie= (D" Dy) 5 (9)

sie lassen sich zerlegen nach

oo = Weo M+ Vs, (10a)
Ho= W+, (10b)
mit
[Beolit= (Wi V), [Blie=W:=0u, (11)
[Bolin= (D" Vo Di), [Welu=W 0.
Fir R— ~ gilt
@x_*»smoc ED’e_)'G und %x—)o, (123.)

wihrend sich fir R— 0 in Ubereinstimmung mit
den Annahmen

o= By, By—0 (12b)

ergibt. Das ist die oben besprochene Zerlegung der
Molekiilenergie in die Energien der Grenzzustinde.
I, und Wo werden aus den Spekiren entnommen.

Damit §o hermitesch ist, wird diese ersetzt durch

P =3 (W M+ MBo) +3(B~+3BF), (13)

wo B die zu B konjugierte Matrix ist.
Infolge der Unkenntnis der exakten Funktionen
@, und vy konnen nur Naherungsfunktionen @,

und yjs verwendet werden. Mit diesen werden dann
Niherungsfunktionen fiir H~ und £, gebildet,
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Boom oo = B[ Woo T+ M W+ B[ B + B2,
(14 a)

@o%-f)o:%oJri;o, (14 b)

mit denen im Sakularproblem gerechnet wird. LSE')OC

und ,f:')o zeigen in der Form (14) mit den genauen
Matrizen I8 das gleiche asymptotische Verhalten
wie Yo und y nach (12). Die Matrixelemente in
(14) sind entsprechend (9) und (11)

[Boolie= (Wi Voo ur),  [Mli= (9i* 1),
[Bolix= (D*Vy Ds), Oin= (D" Dy).

Auf weitere Vereinfachungen von Y« (vgl. 1) wol-
len wir nicht eingehen, sondern jetzt dazu iiber-
gehen, die beiden Methoden, die in den Darstellun-
gen (10b), (13) oder (14) vorliegen, zu vereini-
gen.

Zu diesem Zweck verbinden wir die Zerlegung des
Hamirton-Operators mittels einer Funktion p(R),
die von den Kernabstanden abhéngt und den fol-
genden Bedingungen geniigen soll.

(15)

limp(R) =, limp(R) =0. (16)
R— oo R—0
Mit ihrer Hilfe schreiben wir fiir H
Ho otV +HoetVe) p_ HytHor (17
1+p 1+p
mit o Latlap )

1+p

wobei V fiir R— o oder — 0 verschwindet. (17)
geht fiir R— oo oder — 0 in die Formen (2) oder

(3) mit verschwindendem Storpotential Ve bzw. V)
iiber. Wir haben also

R'—>00, H‘—>H00+Voo, Voc—)O,
R—-0, H-—>H+V,, Vy,—0.
Fiir die Molekiilfunktion 2 machen wir nach (5)

einen dhnlichen Ansatz und schreiben

Q.= Z Yra Yr
=

_ Prtyrp
1+p

(18)

(19)

mit ZLr

’

der ebenfalls fiir R— o~ oder — 0 in die Darstel-
lungen (5) iibergeht. Der weitere Rechenweg lauft
jetzt sehr dhnlich wie oben. Entsprechend (8) er-
halten wir jetzt

|9-GE| =0,
wo [Dlu= (" H )

(20)

und  [Cli= (4" 2x)-
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Diese Matrizen lassen sich ebenfalls in iiblicher
Weise zerlegen, wobei neben den Elementen (11)
noch vier neue auftreten, namlich

[(Uolix= (wi* Vo Px)» [(Nir= (wi* Di),
[(Uolix = (Di* Voo i), und [N]ir= (D" yi).
Mit diesen erhilt man dann an Stelle von (10b)
und (13)

(1+p)2O=Do+p Ou+p*H,
1+p)2G=C+p(RN+N) +p2 M,

(21)

(22)

wobei
@11=%[§R(5180+%m) + (%O-F%x)m]
+%[110+110*+11x+ﬁ;] .

Wegen der Hermizitit von H kann fir 9y auch
geschrieben werden

Ou=[NWy + Wy N+ U+ Uy",

Fir R— o~ oder — 0 geht (22) wieder in (10a)
oder (10b) iiber.

Wir haben mit (22) also erreicht, dal} die beiden
Grenzfille, die getrennten Atome und das vereinigte
Atom, durch eine Gleichung beschrieben werden
und alle weiteren Rechnungen relativer Elektronen-
energien, bezogen auf die beiden Grenzfille, durch-
gefiihrt werden konnen.

Ebenso wie in (14) fithrt die Verwendung von

(22 a)

Néherungsfunktionen x, auf © und @, wobei die
Funktionen neben der zu erfiilllenden Normierbar-
keit sonst, ebenso wie p(R), weitgehendst willkiir-
lich sind.

Es ist somit zu erwarten, dafl mit
(1+p)2H=50+p Ou+p e,
(1+p)28=C+pN+N) +p M

eine im gesamten Bereich der Atomabstdnde aus-

(22b)

reichende Naherung erreicht worden ist. &),., 1:1, so-
wie p(R) konnten im Prinzip noch Parameter ent-
halten, die durch Energievariation bestimmt werden,
da die Form von p, auler den Forderungen (16),
fiir H gleichgiiltig sind.

Es sei allerdings darauf hingewiesen, daf} die Ener-
gievariation mit Hilfe von (19) kein Rirz-Verfahren
in dem Sinne ist, da} die erhaltenen Energiewerte
obere Grenzen fur die wirklichen Eigenwerte sind.
Durch die Beibehaltung von 8, und W~ in (10 a)
und (10b), neben den Naherungsfunktionen (22b),
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kann es grundsétzlich moglich sein, daf} die Energie-
werte etwas tiefer als die wirklichen liegen.

Dal} dies bisher in der Form (8a) noch nicht
erhalten worden ist?, liegt daran, daf} die verwen-
deten Naherungsfunktionen im Bereich der vorkom-
menden Bindungsabstdnde noch so schlechte Néhe-
rungen sind, dafl die Justierung der Energiekurven
durch W~ noch nicht ausreicht, diese unter der
wirklichen verlaufen zu lassen. Auch aus diesem
Grunde darf man erwarten, daf} die Mitberticksich-
tigung von W, gute Ergebnisse liefert.

Anhang

Das Verfahren sei am einfachsten Beispiel des H,'-
Molekiils erldutert. Hier ergibt sich fiir (2a) und (3 a)

1 1 1 1
H’xi* 231*7‘3 bzw. — 2/]—-;};,
Vo= — - bzw. — l,

b Ta

1 2 (23)
Hy=— 34—,

9

7. = 2 1 B 1

re Ta rp

Das vereinigte Atom ist ein He" an der Stelle ¢ in der
Mitte zwischen den Protonen a und b, deren Abstand

R betrigt.
Wir wollen den groben Ansatz
D+pry
s e 24
1+p 24

verwenden und nur den Grundzustand bestimmen. Als
Funktionen haben wir somit

_1/8 oon I VAR W
S 1/16 J w_]/2n(1+5) L i
(24 a)
S—e~R(1+R+4 R,

und es ist in atomaren Einheiten
Woo=—05, Wo=-20.
Damit ergibt sich fiir (10a) und (10b) bzw. (13)

Ey=2,0—4/R-[1— (1+R) e 2] (25)
und
- 1R-[1—(1+R) e"2R]+ (1+R) e R
E'\:: —0,0* = == = 1+S M
(25 a)

diese Funktionen sind in die Abb.1 im Vergleich zur
strengen Kurve E eingezeichnet worden 4.

3 R. Pauncz, Acta Phys. Hung. IV/3, 237 [1954].

4 E. Hyrreraas, Z. Phys. 79, 739 [1931] ; E. TeLLer, Z. Phys.
61, 458 [1930]; O.Burrav, Kgl. Danske Vidensk. Selsk.
7,1 [1927].
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Abb. 1. Elektronenenergie des H,*-Molekiils als Funktion
des Kernabstandes R.
E (wirklicher Verlauf), E, (nac~h BixceL, erste Naherung),

E~ (nach Morrirr), E (hier berechnet).
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Abb. 2. Elektronenenergie des He-Molekiils als Funktion
des Kernabstandes R.
E, (nach BinceL, erste Ndaherung), E> (nach Morrrrt),

E (hier berechnet).

Nach (22 b) ergibt sich
E0+2 14 EM-!-P"! Ex

;= 2

E=—uotr \28)

mit
RPq/ 1 ,(R
i ]/1+sf(2 ’R)’
. 44/ 1 |

Ey=-05M— = -l’/i+57/;b e~ 2rerady

und ®

R3af(a,f) = /e—(ura+ﬂrh) dr,

1
Ta

e—(@ra+pr) qr |

Ragp)= -

5 H. Preuss, ,,Integraltafeln zur Quantenchemie I¥, Springer-
Verlag 1956.



KOMPLANARITAT AROMATISCHER VERBINDUNGEN

Das Dreizentrenintegral wurde ausreichend abgeschitzt
und p variiert. Die damit erhaltenen E-Werte nach
(26) sind ebenfalls in Abb.1 graphisch dargestellt.
Als Bindungsenergie ergibt sich etwa —1,95eV bei
einem Kernabstand von 2,3 at. E., wiahrend die entspre-
chenden Werte fiir E~x —1,75eV und R=2,6at. E.
betragen. Fiir E; tritt noch keine Bindung auf. Die
wirklichen Werte fiir H," sind —2,78 eV und 2,0 at. E.
Fiir Hy, wurde der Ansatz (27) verwendet
P+py

Q %5 27)

mit
e~ (ra1+7rp2) - e~ (ra2+7p1)

1 VE(l +52)

A3 g
(I): -‘i e_/v(rclTYCZ), —

A=1,70.

Der Hamirron-Operator wurde in folgender Weise zer-
legt

bow. — g di— 3 Ao =,

1 1 1 1 1 1
Vx:—a——a - bzw ‘E_Hjﬂl—_ (28)
Hy=—ydi—g o — ot o,

P
e
Damit ergab sich dann (s. Abb. 2)
fi_ Eot2pEn+p®Ex (29)

1+2 M p+p?

603

s
Eo=—1,0+ fi;' :
Ey, — 2903 +41 {1—;;022,%},
Ey ——2903 M+ ]//lf S; i (g)gf (12;', ﬁ)
{5052 5) -},
& i1 (’Z’ f) {(g(0,R7) +4g(0,2R)},
wobei

C=—{R[¢(2R, 2R) +g(0,2R)] +R*f(2R,2R)},
A=R’[a(R,R,R.R)—2g(R.R) f(R,R)],

a(R, R, R, R) :/e—<rax+rb|+raz+rm) redr, drs,  (30)

M=) 2 BRR) YR Y2 R

ts
und
W, =-2,903 (Heliumenergie),
Wo=—1,000 (2X Wasserstoffenergie)
bedeuten.

Nach Variation von p erhédlt man im Minimum der
Bindungsenergie —4,71 eV bei einem Kernabstand von
R=1,466 at. E. E allein liefert nur —4,35¢eV und
1,40 at. E. 3. Die wirklichen Werte betragen —4,72 eV
und 1,40 at. E.

Frau I. Funke danke ich herzlich fiir die hierzu
durchgefiihrten Rechnungen.

Zur Komplanaritit aromatischer Verbindungen”

Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 603—608 [1957] ; eingegangen am 6. Juni 1957)

Mit Hilfe des sogenannten Naherungsverfahrens werden in Naherung die Winkelabhiangigkeiten
der Torsionsenergien von zz-Elektronensystemen bei der offenen Kohlenstoffkette, beim Triphenyl-
methyl und beim Diphenylmethyl abgeschédtzt. Wahrend sich in dieser Form der Nidherung bei der
Kohlenstoffkette eine reine Cosinus-Abhédngigkeit ergeben kann, ist der Zusammenhang zwischen
Resonanzenergie und Torsionswinkel bei den Radikalen komplizierter und zeigt, dall eine Ver-
drehung der Phenyle bis etwa 40° die Resonanzenergie um rund 32%, beim Triphenylmethyl um

etwa 30% vermindert.

Eine wichtige Frage in der Quantentheorie der
chemischen Bindung ist die nach den bei Torsionen
von Molekillen auftretenden Energien und deren
Abhingigkeiten vom Drehwinkel !. Bekanntlich be-

nutzt man in diesem Zusammenhang in der organi-

* Vorgetragen bei der 56. Tagung der Bunsengesellschaft,
Kiel 1957.

schen Chemie den Begriff der freien Drehbarkeit,
wobei dieser dann anzuwenden ist, wenn sich die
Hilften eines Molekiils um die Valenzrichtung, wel-
che sie verbindet, ohne Energiednderung gegenein-
ander verdrehen konnen. In Wirklichkeit liegt aller-

1 Als Erster hat E. Hiicker, Z. Phys. 60, 423 [1930], die
Frage theoretisch behandelt.



